Krzysztof Trajkowski

Przeglad pakietéw do optymalizacji liniowe]j



1. Wprowadzenie

Niniejsze opracowanie dotyczy opisu funkcji solveLP (1inprog) i 1p(1pSolve) za pomocy
ktérych mozemy rozwiazywaé zadania programowania liniowego.
Liniowa funkcja celu jest postaci:

f(z1, xa, ... Ty) =11 + c2x2+ ... + cpxy — (min) lub  (max) (1.1)

gdzie: ¢, € R.
Gradient czyli wektor, ktéry jest prostopadly do liniowej funkeji celu (1.1)):

Vi(xy, z2, ... xp) = [c1, C2y ... ] (1.2)

Ograniczenia ktore tworza zbidr rozwigzan dopuszczalnych sa dane nastepujacymi wzo-
rami:

a1x1 +ara + ... +apz, <Db (1.3a)
a1x1 +asro + ... +apx, =0b (1.3b)
a1x1 +asro + ... +apx, =0b (1.3¢)
gdzie: a, € R oraz b € R.
Ograniczenia brzegowe:
120, ...2,>0 (1.4)

Tak sformutowane ograniczenia (|1.3a)-(/1.3c|) oraz ograniczenia brzegowe (|1.4)) tworza zbiér
rozwigzan dopuszczalnych.

2. Zadanie programowania liniowego

Funkcja celu:

2x1 + 3x9 — max (2.1)
Gradient:

2, 3) (2:2)

Ograniczenia:
—3x1 + 922 < 36 (2.3)
4xq1 — bag < 11 (2.4)
—3331 — 2332 < —6 (2.5)
4xy + 3x9 < 39 (2.6)

Ograniczenia brzegowe: x1 > 0 oraz xo > 0.
Aby znalezé wierzchotki wielokata wypuklego (zbidr rozwiazan dopuszczalnych - rysunek
nalezy rozwiazaé kilka uktadéw réwnan. Na listingu zostal przedstawiony sposéb
rozwigzania wybranego uktadu rownan ([2.7)):
—3x + 9y = 36
2.
{ 4z 4 3y = 39 (2.7)



Listing 2.1: Rozwiazanie ukladu réwnan (2.7)

> A=matrix(c(-3,4,9,3),2,2)
> B=matrix(c(36,39),2,1)
> solve (A)%*%B

[,1]
[1,] 5.4
[2,] 5.8

Graficzna prezentacja rozwiazania ZPL jest przedstawiona na rysunku 2.1} Kod jest przed-
stawiony na listingu

Listing 2.2: Rozwiazanie ZPL - metoda graficzna

> plot(0,1,col="black",pch=".",x1lim=c(0,8) ,ylim=c(0,8) ,axes=F,xlab="",ylab=«
")
> mtext (side=1, line=0, paste("x1"),cex=0.8);mtext(side=2, line=0, paste("«
x2") ,cex=0.8)
axis(1,c(0:8) ,pos=0,las=1,mgp=c(3, -0.1 ,0),tcl=-0.2,cex.axis=.6)
axis(2,c(0:8) ,pos=0,las=1,mgp=c(3, 0.3 ,0),tcl=-0.2,cex.axis=.6)
curve (add=T,1lty=5,(-2/3) *x+47/5)
curve (add=T,1ty=5,(-2/3) *x+4/3)
p=data.frame(x1=c(2,0,0,5.4,7.125,2.75) ,x2=c(0,3,4,5.8,3.5,0)) # <
wierzchotkr wielokgta wypuklego
polygon(p,col="gray90")
> points(p,pch=21,bg="gray90")
> arrows (0,0,282/65,423/65,1length=0.1,angle=20,1lwd=2) # gradient funkcji <
celu
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Rysunek 2.1: Rozwiazanie graficzne.

Listing 2.3: Rozwiazanie ZPL

> fc=function(x){ # funkcja celu
xl1=x[1]

x2=x[2]

2xx1+3*x2

+ + + +



> p=data.frame(x1=¢c(2,0,0,5.4,7.125,2.75) ,x2=c(0,3,4,5.8,3.5,0)) # «—

wierzchotkt wielokgta wypuklego
> min(fc(p)) # minimalna wartosé funkcji celu
[1]1 4
> max(fc(p)) # maksymalna wartosé funkcjt celu
(1] 28.2
> range (fc(p)) # wartosSci ekstremalne funkcji celu
[1] 4.0 28.2

Na listingu zostalo przedstawione rozwigzanie
solveLP(linprog).

ZPL za pomoca

Listing 2.4: Rozwiazanie ZPL - funkcja solveLLP

funkcji

library(linprog) # zaladowanie pakietu linprog
f=c(2,3) # wspdtczynnikt funkcji celu
b=c(36,11,-6,39)

m=matrix(c(-3, 4, -3, 4, 9, -5, -2,3),4,2)
solvelLP(f,b,m,T)

vV V. V Vv VvV

Results of Linear Programming / Linear Optimization
Objective function (Maximum): 28.2

Iterations in phase 1: 1

Iterations in phase 2: 3

Solution

opt

1 5.4

2 5.8

Basic Variables
opt
5.

0 wm N =
N
-
o o
s o

Constraints

actual dir bvec free dual dual.reg
1 36.0 <= 36 0.0 0.133333 25.875
2 -7.4 <= 11 18.4 0.000000 18.400
3 -27.8 <= -6 21.8 0.000000 21.800
4 39.0 <= 39 0.0 0.600000 27.000

A1l Variables (including slack variables)

opt cvec min.c max.c marg marg.reg
1 5.4 2 -1.000000 4.000000 NA NA
2 5.8 3 1.500000 Inf NA NA
s 1 0.0 0 -Inf 0.133333 -0.133333 25.875
S 2 18.4 0 -0.187500 1.285714 0.000000 NA
S 3 21.8 0 -0.818182 6.000000 0.000000 NA
S 4 0.0 0 -Inf 0.600000 -0.600000 27.000

Oproécz rozwigzania optymalnego ktére wynosi foae = 28,2 dla 1 = 5,4 1 2 = 5,8 otrzy-

malismy takze kilka dodatkowych informacji:

e zasoby si i s4 zostaly wykorzystane w catosci. Z kolei zasobu s2 i s3 pozostalo odpowiednio

18,41 21,8.

rozwigzanie dualne wynosi: y; = 0,13, yo =0, y3 =0, y4 = 0, 6.
zmiana wybranego wspélczynnika funkcji celu (2.1) dla ¢; = 2 na przedziale ¢; € (—1;4)
lub dla ¢ = 3 na przedziale ¢z € (1, 5;00) nie spowoduje zmiany wartosci x; oraz xa.
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Rozwigzanie tego samego zadania za pomoca funkcji 1p(1pSolve) jest przedstawione na
listingu [2-5]

Listing 2.5: Rozwigzanie ZPL - funkcja lp

library(1lpSolve) # zatadowantie pakietu LlpSolve

f=c(2,3) # wspotczynnikt funkcji celu

m=matrix ( c(-3,4,-3,4, 9,-5,-2,3), 4,2)

o=c(M"g=" ng=" ng=n wg=n)

b=c(36,11,-6,39)

lp("max" ,f,m,o0,b) # maksymalna wartosé funkcji celu

Success: the objective function is 28.2

> 1lp("max",f,m,o,b)$solution # wartosci zmiennych decyzyjnych zl oraz z2
[1] 5.4 5.8

> lp("max",f,m,o0,b,compute.sens=T)$duals # rozwigzanie dualne
[1] 0.1333333 0.0000000 0.0000000 0.6000000 0.0000000 0.0000000

V V. V V Vv V

Warto w tym miejscu zaznaczy¢, ze ograniczenia brzegowe x1 > 0 oraz xs > 0 sg ustawieniami
domy$lnymi. A wiec nie musimy ich uwzglednia¢ w kodzie.

Jezeli chcemy, aby wszystkie zmienne decyzyjne nalezaly do zbioru liczb catkowitych do-
datnich (x; € Z; oraz x9 € Z,) nalezy uzy¢ opcji int.vec=TRUE.

Listing 2.6: Rozwigzanie ZPL - funkcja lp

> lp("max",f,m,o0,b,int.vec=T)

Success: the objective function is 27
> lp("max",f,m,o,b,int.vec=T)$solution
[1] 6 5

Z kolei dla zalozenia z1 € {0, 1} oraz xo € Z nalezy uzy¢ opcje int.vec=2 (dla zmiennej
x9) oraz binary.vec=1 (dla zmiennej z1).

Listing 2.7: Rozwigzanie ZPL - funkcja lp

> lp("max",f,m,o,b,int.vec=2,binary.vec=1)

Success: the objective function is 14

> 1lp("max",f,m,o,b,int.vec=2,binary.vec=1)$solution
(11 1 4

3. Zadanie transportowe

Zadanie transportowe mozemy rozwiazaé z wykorzystaniem funkcji 1p (1pSolve). Jednak
w $rodowisku R mamy do dyspozycji funkcje 1p.transport(1pSolve) za pomoca ktorej
mamy mozliwos¢ rozwiazé takie zadanie. Przyktadowe dane zostaly przedstawione w tabeli

B.1

Tabela 3.1. ZT.
| Odbr  Odbs  Odbs |
| 20 16 18 | 30
Dosty | 15 15 20 | 25
Dosts | 14 11 12| 22
|
|

Dostq

Dosts | 11 10 14 |20

16 27 22 |

Poniewaz 97 > 65 (tzn. 30 + 25 4+ 22 4+ 20 > 16 + 27 + 22) to mamy do czynienia z
niezbilansowanym zadaniem transportowym. Wystepuje przewaga podazy (dostawcy) nad
popytem (odbiorcy).



Funkcja celu:

2011 + 16212 + 18713 4 15791 4 15222 + 20223
+14x31 + 11x39 + 12233 + 11247 + 10249 + 14243 — min

Ograniczenia dla dostawcdw:

11 + 212 + 213 < 30
T21 + @22 + x93 < 25
x31 + x32 + X33 < 22
T41 + T4 + 243 < 20

Ograniczenia dla odbiorcow:

T11 + x21 + 231 + 241 = 16
12 + 22 + 32 + T42 = 27
T13 + To3 + T33 + T43 = 22

Listing 3.1: Rozwiazanie ZT - funkcja lp.transport

> m= matrix(c(20,15,14,11,16,15,11,10,18,20,12,14) ,4,3)

> rs= rep("<=",4)

> rm= ¢ (30,25,22,20)

> cs= rep("=",3)

> cm= c(16,27,22)

> lp.transport(m, "min", rs, rm, cs, cm)

Success: the objective function is 809

> lp.transport(m, "min", rs, rm, cs, cm)$solution
[,11 [,2]1 [,3]

[1,] 0 0 0

[2,] 16 7 0

[3,] 0 0 22

[4,] 0 20 0

4. Zadanie przydzialu

Zadanie przydziatu polega na przydzieleniu pracownika do stanowiska pracy. Przykladowe
dane do tego typu zadania zostaly przedstawione w tabeli - liczba godzin jaka potrzebuje
kazdy z pracownikéw na wykonanie okre$lonego zadania.

Tabela 4.1. ZP.
Zad1 Zad2 Zad3 Zad4

| |
Prac; | 8 8 7 4 |1
Pracy | 5 5 8 7)1
Pracs | 6 7 5 9 |1
Pracy | 4 4 8 5 |1
| 1 1 1 I

Funkcja celu:

8x11 + 812 + Tx13 + 414 + dx21 + Hx22 + 893 + TT24

4.1
+6x31 + Tx32 + D33 + 934 + 4241 + 4240 + 8143 + Hx44 — min ( )



Ograniczenia dla pracownikéw:

T11 + 212+ 13+ 214 =1
To1 + X2 + Taz + x4 = 1
T31 +T32 + 133 + 132 =1

Tg41 + Tyo + 43+ x84 = 1
Ograniczenia dla zadan:

T11 +To1 + 231 + 141 =1

T2+ T2+ T332 +T42 =1

x13 + Toz3 + 233 + 243 = 1

T4+ Tog + 234 +x44 =1

Rozwigzanie zadania przydziatu z wykorzystaniem funkcji 1p.transport (1pSolve):

Listing 4.1: Rozwiazanie ZP - funkcja lp.transport

> m= matrix(c(8,5,6,4,8,5,7,4,7,8,5,8,4,7,9,5) ,4,4)

> rs= rep("=",4)

> rm= c(1,1,1,1)

> cs= rep("=",4)

> cm= c(1,1,1,1)

> 1lp.transport(m, "min", rs, rm, cs, cm)

Success: the objective function is 18

> lp.transport(m, "min", rs, rm, cs, cm)$solution
[,11 [,2] [,3] [,4]

[1,] 0 0 0 1

[2,] 1 0 0 0

[3,1] 0 0 1 0

[4,] 0 1 0 0

W przypadku rozwiazywania zbilansowanego zadania przydziatu (liczba pracownikéw jest
réwna liczbie zadan - tabela [4.1) wygodniej jest wykorzystaé funkcje 1p.assign(1pSolve):

Listing 4.2: Rozwiagzanie ZP - funkcja Ip.assign

> m= matrix(c(8,5,6,4,8,5,7,4,7,8,5,8,4,7,9,5),4,4)
> lp.assign(m, "min"

Success: the objective function is 18

> lp.assign(m, "min")$solution

[,11 [,2]1 [,3]1 [,4]

[1,] 0 0 0 1
[2,1 1 0 0 0
[3,] 0 0 1 0
[4,] 0 1 0 0
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